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Στη διπλωματική αυτή, θα ασχοληθούμε με τη μελέτη των ιδιοτήτων των
πολυφασικών μετάλλων, καθώς και της συμπεριφοράς τους κάτω από
συγκεκριμένα φορτία.
Αρχικά θα προσεγγίσουμε θεωρητικά τις ιδιότητες αυτών των μετάλλων,
με βάση τις θεωρίες ομογενοποίησης. Πιο συγκεκριμένα, θα δουλέψουμε
με τη μέθοδο του Ponte Castaneda για τον προσδιορισμό του ορίου
διαΡΡΟΙ1ς του συνολικού υλικού μακροσκοπικά, εφόσον ξέρουμε τα όρια
διαρροής και τα κλάσματα όγκου των επιμέρους φάσεων. Βασικός
σκοπός μας θα είναι, να βρούμε τις ιδιότητες ενός μετάλλου το οποίο θα
προσομοιώνει τη συμπεριφορά του αντίστοιχου πολυφασικού.
Στη συνέχεια, θα ασχοληθούμε πιο εντατικά με την ειδΙΚΙ1 περίπτωση,
όπου έχουμε ένα υλικό αποτελούμενο από μόνο δυο τέλεια πλαστικές
φάσεις. Θα υπολογίσουμε σύμφωνα με τη θεωρία του Ponte Castaneda,
τις μακροσκοπικές ιδιότητες του υλικού, όπου μας ενδιαφέρει κυρίως το
όριο διαρροής του σύνθετου υλικού.
Έπειτα, θα κάνουμε μια σύντομη αναφορά, για το πώς μπορούμε να
περάσουμε από το μακροσκοπικό κομμάτι της μελέτης του συνολικού
υλικού, στη μελέτη της συμπεριφοράς της κάθε φάσης του μετάλλου
ξεχωριστά.
Έχοντας πάρει τις τιμές για 4 συγκεκριμένες ειδικές περιπτώσεις, θα
περάσουμε στο υπολογιστικό κομμάτι της διπλωματικής. Θα
χρησιμΟΠΟ111σουμε υπολογισμούς πεπερασμένων στοιχείων, και πιο
συγκεκριμένα θα δουλέψουμε με το ABAQUS, για να υπολογίσουμε και
αριθμητικά τις ιδιότητες του στοιχείου μας, στις τέσσερις ειδικές
περιπτώσεις. Τέλος θα συγκρίνουμε τα αποτελέσματα από την
αριθμητική μελέτη, με τα αντίστοιχα θεωρητικά της θεωρίας
ομογενοποίησης.
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Ιη the following pages, we will deal the ΡroΡeΓtίes of l11ultiphase
l11ateΓίals and tl1eir behavioI' undet" certain loads.
Το start with, we will approacl1 theΟΓetίcaΙΙΥ the ΡroΡeΓtίes of tl1ese
l11ateΓίaΙs, based οη tl1e 110l11ogenization t11eories. ΜΟΓe specifιcally, we
will WΟΓk with the Ponte Castaneda l11ethod, [ΟΓ defιning the οveΓalΙ yield
stΓess of a l11ulti-phase l11etal, given t11at we know the yield stΓesses and
volul11e fΓactίοηs of tl1e individual p11ases. OΙlΓ basic goal is to fιnd the
ΡlΌΡeΓtίes of a Ι11ateΓίaΙ that can sil11ulate tl1e bel1aviot" of the l11lllti-phase
l11etal we exal11ine.
Next, we will WΟΓk with tl1e special case of a tWΟ-ΡeΓfectlΥ plastic-phase
l11ateΓίaΙ, and we will defιne its οveΓal1 propel1ies aCCΟΓdίηg to the Ponte
Castaneda l11ethod.
We will also l11ake a bΓίef ΓeΡΟΓt οη how we can go [lΌl11 tl1e study of tl1e
οveΓalΙ COl11posite l11ateΓίaΙ, to tl1e study of the behavior of tl1e individual
phases.
AfteI' that, we will go to the cOl11putational ΡaΓt of this study. We will
WΟΓk with fιnite elel11ent calculations and specifιcally witl1 ABAQUS ίη
ΟΓdeΓ to calclllate the propel1ies of a two-phase l11ateΓίaΙ, Llsing Unit cell
calculations. ΗeΓe we will WΟΓk with [ΟΙΙΓ dίffeΓeηt l11odels, ίη ΟΓdeΓ to
achieve l110Γe aCCUΓate [esults.
Το conclude with, we will cOl11paIe the Iesults of the Unit cell
calculations, with those taken [lΌl11 the HOl11ogenization tl1eΟΓΥ [ΟΓ the
special case of tWΟ-ΡeΓfectΙΥplastic-phases.
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1. Εισαγωγή
1.1 Κίνητρο και υπόβαθρο
Με τον όρο πολυφασικά μέταλλα, εwοούμε μέταλλα τα οποία
αποτελούνται από μια μηΤΡΙΚΙ1 φάση που καταλαμβάνει τον κύριο όγκο
και από διάφορες άλλες φάσεις του ίδιου μετάλλου με διαφορετικές
ιδιότητες, διεσπαρμένες μέσα στη μητρική φάση. Η κατανομή των
διάφορων φάσεων μέσα στη μηΤΡΙΚΙ1 φάση, είναι συνΙ1θως τυχαία και
σπάνια περιοδικι1.
Απαραίτητα για το καθορισμό των μακροσκοπικών ιδιοτήτων, ενός
τέτοιου ετερογενούς υλικού, είναι ο καθορισμός των ιδιοτήτων των
επιμέρους φάσεων του υλικού. ΔηλαδΙ1 των ορίων διαρροής σο (r)
καθώς και των κλασμάτων όγκου: c(1') , των 1- 1 Ν φάσεων του
υλικού. Όπου: Σ~ C(r) = 1. Ένας τρόπος να εκτιμΙ1σουμε τις
μακροσκοπικές ιδιότητες αυτών των υλικών, είναι η χρήση γραμμικών
και μη-γραμμικών μεθόδων ομογενοποίησης.
Η δυσκολία στη μελέτη τέτοιων υλικών, έγκειται στο γεγονός ότι λόγω
των διαφορετικών ιδιοτήτων των φάσεων, προκύπτει ένα μη γραμμικό
πρόβλημα, το οποίο δεν μπορεί να λυθεί αναλυτικά. Οπότε το ζητούμενο
είναι, να ανάγουμε αυτό το μη γραμμικό πρόβλημα σε μια σειρά
γραμμικών προβλημάτων, μέσω προσεγγίσεων, τα οποία μπορούν να
λυθούν.
Με την παρακάτω μη γραμμική μέθοδο ομογενοποίησης, είναι δυνατή η
χρήση των κλασσικών ορίων-περιορισμών από Hashin - Strickman για
γραμμικά υλικά, ώστε να πάρουμε όρια για τα αντίστοιχα μη γραμμικά.
Απώτερος σκοπός μας, θα είναι να μοντελοποιήσουμε τη συμπεριφορά
ενός μετάλλου, και πιο συγκεκριμένα ενός χάλυβα, ο οποίος αποτελείται
από διάφορες φάσεις του ίδιου μετάλλου, όπως μαρτενσίτης και
ωστενίτης, οι οποίες μπορεί να σκληραίνουν και να μετασχηματίζονται
κατά τη διάρκεια της παραμόρφωσης, μέσω μαρτενσιτικών
μετασχηματισμών. Τέτοιου είδους χάλυβες, εκ των οποίων, πιο γνωστό
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παράδειγμα είναι οι TRIP χάλυβες, χρησιμοποιούνται ευρέως στη
βιομηχανία, και ιδιαίτερα στην αυτοκινητοβιομηχανία.
Στη παρούσα διπλωματική, γίνεται το πρώτο βήμα για τη μοντελοποίηση
τέτοιων μετάλλων, εξετάζοντας την απλή περίπτωση όπου οι φάσεις του
μετάλλου συμπεριφέρονται ως τέλεια πλαστικά υλικά. Σε αυτή τη
περίπτωση, μας αρκεί ο καθορισμός του μέσου ορίου διαρροής από τη
θεωρία ομογενοποίησης για να προβλέψουμε τη συμπεριφορά του
σύνθετου υλικού.
Τελικά, θέλουμε να ελέγξουμε τη μέθοδο ομογενοποίησης που
χρησιμοποιούμε, συγκρίνοντας την με αποτελέσματα πεπερασμένων
στοιχειών, και πιο συγκεκριμένα χρησιμοποιώντας υπολογισμούς
μοναδιαίου κελιού σε ABAQUS, για να δούμε κατά πόσο συγκλίνει σε
επιθυμητά αποτελέσματαγια κάποιες συγκεκριμένεςειδικές περιπτώσεις.
1.2 Βιβλιογραφική ανασκόπηση
Στη βιβλιογραφία υπάρχουν αρκετές επιστημονικές εργασίες που
ασχολούνται με την ομογενοποίηση γραμμικών ελαστικών υλικών.
Πρώτες απλές εκτιμήσεις είχαν γίνει με τις εργασίες των Voigt( 1889) και
Reuss (1926). Οι οποίες δεν είχαν ακριβή αποτελέσματα.
Αργότερα οι Ηashίn-ShtΓίkιηan (1962, 1963) εισΙ1γαγαν μια νέα τεχνική,
και χρησιμοποιώντας την αρχή της ελαχιστοποιήσεως της δυναμικής
ενέργειας, κατάφεραν να βελτιστοποιήσουν τα άνω και κάτω φράγματα
των Voigt και Reuss. Χρησιμοποιώντας μια παρόμοια μέθοδο, οι
HeIshey (1954) και KIOneI (1958) πρότειναν την "συνεπή" (self
consistent) μέθοδο. Όλες οι παραπάνω μέθοδοι γενικεύτηκαν και
επεκτάθηκαν σε ανισότροπα σύνθετα υλικά από τον Willis (1977, 1978,
1981,1982)
Το ενδιαφέρον της παρούσης εργασίας επικεντρώνεται στις θεωρίες
ομογενοποίησης για μη γραμμικά σύνθετα υλικά. Σε αυτόν τον τομέα,
πρώτα βήματα έγιναν από τον TayloI (1938), ο οποίος πρότεινε ανάλογες
εκφράσεις με αυτές του Υoigt για τη περίπτωση ελαστοπλαστικών
υλικών. Αργότερα, ο Hil1 (1965) διαμόρφωσε την "συνεπή" (self
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consistent) μέθοδο, ώστε να μπορεί να χρησιμοποιηθεί σε
ελαστοπλαστικούςπολυκρυστάλλους.
Το 1985 οι Talbot και Willis, καινοτόμησαν εισάγοντας την ιδέα ενός
«γραμμικού ομογενούς υλικού συγκρίσεως» (lineaI" 110111ogeneous
C0111posite) για να γενικεύσουν τα όρια των Ηashίn-SΙ1tΓίk111an στη
περίπτωση των μη-γραμμικών σύνθετων υλικών. Λίγο αργότερα, ο Ponte
Castaneda (1991) παρουσίασε μια γενικότερη κατηγορία μεθόδων
ομογενοποίησης μη γραμμικών υλικών χρησιμοποιώντας ένα «ισότροπο
γραμμικό σύνθετο υλικό συγκρίσεως», το οποίο έχει την ίδια μικροδομ11
με το μη-γραμμικό σύνθετο υλικό υπό μελέτη. Οι Micl1el και Suquet
(1992) και ο Suquet (1993,1995) κατέληξαν στα ίδια φράγματα
συμπεριφοράς με αυτά του Ponte Castaneda (1991) για τη περίπτωση
που οι φάσεις του υλικού περιγράφονται από μια συνάρτηση ενέργειας
που ακολουθεί εκθετικό νόμο ('ΡοweΓ-law eneΓgΥ functions ').
Πιο πρόσφατα, ο Ponte Castaneda (1996, 2002) πρότεινε την επέκταση
της αρχικής μεθόδου του με την οποία και θα ασχοληθούμε,
χρησιμοποιώντας αυΤ11 τη φορά ως βάση «ανισότροπο γραμμικό σύνθετο
υλικό σύγκρισης». Αυτή η καινούργια κατηγορία μεθόδων σε αντίθεση
με τη προηγούμενη, δεν υπολογίζει φράγματα συμπεριφοράς, αλλά
παρέχει μια εκτίμηση της μακροσκοπικής συμπεριφοράς μη-γραμμικών
σύνθετων υλικών με μεγαλύτερη ακρίβεια.
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1.3 Οργάνωση διπλωματικής εργασίας
Ι 2Ο12
Το υπόλοιπο της εργασίας χωρίζεται σε δύο κύριες ενότητες. Η πρώτη
ενότητα που καταλαμβάνει τα κεφάλαια 2 και 3, έχει να κάνει με το
θεωρητικό κομμάτι της εργασίας. Ενώ η δεύτερη ενότητα, που έχει να
κάνει με τους αριθμητικούς υπολογισμούς πεπερασμένων στοιχείων,
παρουσιάζεται στο κεφάλαιο 4. Συγκεκριμένα:
Στο κεφάλαιο 2, γίνεται η παρουσίαση της θεωρίας ομογενοποίησης με
την οποία θα δουλέψουμε, καθώς και των διαφόρων ειδικών
περιπτώσεων που μπορούμε να διακρίνουμε. Πιο συγκεκριμένα θα
ασχοληθούμε με την ειδΙΚΙ1 περίπτωση όπου έχουμε δύο τέλεια πλαστικές
φάσεις και θα δούμε πως μπορούμε να πάρουμε αναλυτικά ένα μέσο όριο
διαρροής, εφόσον ξέρουμε τα όρια διαΡΡΟΙ1ς και τα κλάσματα όγκου των
επιμέρους φάσεων.
Στο Κεφάλαιο 3, ασχολούμαστε με τη θεωρητική μελέτη των επιμέρους
φάσεων ξεχωριστά. Εδώ μας ενδιαφέρει το πώς μια ολΙΚ11 παραμόρφωση
επηρεάζει τη συμπεριφορά της κάθε φάσης ξεχωριστά ανάλογα με το
όριο διαρροής και το κλάσμα όγκου της.
Τέλος, στο κεφάλαιο 4, θα δούμε πως μπορούμε να μελετήσουμε ένα
πρόβλημα δυο φάσεων αριθμητικά με τη ΧΡΙ1ση πεπερασμένων
στοιχειών. Τις προσεγγίσεις που πρέπει να γίνουν, και τους περιορισμούς
που πρέπει να πάρουμε, ώστε να πάρουμε αποτελέσματα, τα οποία
μπορούμε να συγκρίνουμε με τα αντίστοιχα που προέκυψαν από τη
θεωρία ομογενοποίησης.
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2. Θεωρία ομογενοποίησης
2.1 Βασικοί ορισμοί
Η εντατική κατάσταση ενός σημείου του υλικού, ορίζεται πλήρως από
[σ11 σ12 σ1 3 ]τον τανυστΊΙ των τάσεων σ, όπου [σ ] = σ21 σ22 σ23
σ31 σ32 σ33
Για τη μελέτη της πλασΤΙΚΙ1ς παραμόρφωσης,ορίζουμε τον αποκλίνοντα
[
511 σ12 σ13 ]
τανυστή τάσεων ως [s]= σ21 522 σ23 .
σ31 σ32 533
Μπορούμεδηλαδή να γράψουμε : [σ] = [s] + ρ[Ι].
Σε σύνθετες πολυαξονικές εντατικές καταστάσεις, ορίζουμε την
ισοδύναμη τάση ως :
Ομοίως ορίζεται η αύξηση της ισοδύναμης παραμόρφωσης
(σε τανυστική μορφή) : dEP = 2 Ρ ρ-dE .. dE ..3 Ι} Ι}
Μπορούμε τώρα να διακρίνουμε δύο γενικότερες περιπτώσεις, ανάλογα
με τη μορφή της καταστατικής εξίσωσης.
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~ Rate ίndeΡendent
2012
Σε αυτή τη περίπτωση, η αύξηση της πλαστικής παραμόρφωσης
δίνεται ως εξη'ς: έ·· = λΝ·· οπου Ν·· = ~sΙ} Ι} Ι} 2σ
Ενώ, αύξηση της ισοδύναμης πλαστικής παραμόρφωσης, ορίζεται
ως εξής: έΡ= 2 .ρ .ρ λ'-Ε .. Ε .. = ... =3 Ι} Ι}
Άρα η τελική εξίσωση παίρνει τη μορφή: έυ = εΝυ
Όπου το ε σε αυτήν τη περίπτωση, προκύπτει από μια εξίσωση
της μορφής Φ = Ο => Φ = Ο
Όπου αυτή η έκφραση όπως θα δούμε παρακάτω σχετίζεται
συνήθως με το όριο διαΡΡΟ11ς.
~ Rate dependent
Σε αυΤ11 τη περίπτωση, έχουμε πάλι την εξίσωση στη μορφή:
έ·· = εΝ··Ι) Ι}
Μόνο που τώρα, η αύξηση της ισοδύναμης πλαστικής
παραμόρφωσης, δίνεται από μία εξίσωση της μορφής: ε = Βση
Όπου, Άρα (-)n. -n' σEij = Βσ = Εο σο Nij
2.2 Γενίκευση για περισσότερες από μια φάσεις
Θέλουμε τώρα να γενικεύσουμε τα παραπάνω, για τη περίπτωση όπου
έχουμε περισσότερες φάσεις ενός υλικού.
Για τις r= 1 Ν φάσεις του υλικού, ορίζουμε πρώτα το πλαστικό
1 - n(r)+lδυναμικό ως: υ(Τ)(σ) = --σ (Τ)έ (τ) (~)
n(r)+l ο Ο σο(1)
Όπου το σ ορίστηκεπαραπάνω.
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Σε αυτή τη περίπτωση, η καταστατική εξίσωση είναι rate dependent, και
προκύπτει από το δυναμικό ως εξής
(τ) 1
. au(r) -'- 1 3 . (τ) ( σ )n - 5
Eij = -a;;- = ε Ν = 2μ(r)(s) s = '2 εο σο(Τ) σο(Τ) με 3N=-s2σ
δίνεται ως
εξής
Όπου η αύξηση της ισοδύναμης πλαστικής παραμόρφωσης,
-'- _~ _ σ _. (τ) ( σ )n(r) = B(r)Cfn(r)ε - ~3 Eij ευ - 3μω(σ) - εο σο(Τ)
Όπως θα δούμε παρακάτω, για εμάς, ενδιαφέρον παρουσιάζει η
περίπτωση όπου έχουμε: n (τ) ~ 00 (Τέλεια πλαστικό υλικό), καθώς τότε
περνάμε από τη rate dependent περίπτωση σε μια rate independent
περίπτωση.
Ειδικές περιπτώσεις:
• Για n (τ) = 1 (Γραμμικό υλικό)
Έχουμε: με
-'- auL σ
ε ------
aCf 3μ
Και
• Για n (τ) ~ 00 (Τέλεια πλαστικό υλικό)
Λαμβάνονταςυπ' όψιν ότι:
συμπεραίνουμεότι :
. A n +1 {Ο
lImn-'CX) -- =
n+l 00
εάν Α < 1
εάν Α > 1
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[
n(r)+1] {Ο εάν(τ) _. . _1_ (τ). (τ) σeq =U - Ilmn (1)-->oo (τ) σο εο ( (Γ)) ,
n +1 σο 00 εαν
Όπου σο (τ) το όριο διαΡΡ011ς της r φάσης του υλικού.
2012
Βλέπουμε τώρα ότι για n(r) ~ 00 , καταλ11ξαμε σε μια rate independent
περίπτωση, όπου το ε, προκύπτει από μία εξίσωση της μορφ11ς Φ = Ο , η
οποία σε αυτή τη περίπτωση έχει να κάνει με το όριο διαρροής του
υλικού.
Δηλαδή, αν η ισοδύναμη τάση είναι μικρότερη του ορίου διαρροής, τότε
το πλαστικό δυναμικό μηδενίζεται (U=O). Άρα και ε = Ο. Και αν η
ισοδύναμη τάση είναι μεγαλύτερη του ορίου διαΡΡ011ς, τότε το πλαστικό
δυναμικό απειρίζεται.
2.3 Βασική Θεωρία ομογενοποίησης
2.3.1 Ολικό πλαστικό δυναμικό
Διαπιστώνουμε τελικά, ότι το ζητούμενο για εμάς, είναι να βγάλουμε μια
έκφραση για το πλαστικό δυναμικό U του συνολικού υλικού μας, έτσι
ώστε να μπορέσουμε παραγωγίζοντάς την, να καταλήξουμε σε μια
έκφραση για την ισοδύναμη πλασΤΙΚ11 παραμόρφωση του σύνθετου
υλικού συνολικά.
Το ολικό πλαστικό δυναμικό του σύνθετου υλικού, ορίζεται από τον
Ponte , ως εξής
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Με
- 2~ σeq
UL = -6μ-(~μ-:-(r):-) και
Το παραπάνω μπορεί να υπολογιστεί αριθμητικά με έναν κώδικα στη
Fortran.
Έχοντας πλέον μια έκφραση, για το ολικό πλαστικό δυναμικό του προς
εξέταση υλικού, η αντίστοιχη ισοδύναμη αύξηση πλαστικής
παραμόρφωσηςτου υλικού, δίνεται παραγωγίζονταςως εξής:
. Βυ
ε··=-Ι} Βσ
2.3.2 Όρια Hashin-Shtrikman
Το ολικό fl για σύνθετα υλικά, υπολογίζεται σύμφωνα με τους Hashin-
ShtΓίkιηan ως εξι1ς :
(4)
Ένα ανώτατο όριο για το fl , έχουμε όταν από την (4), επιλέγουμε το
μ (1) , έτσι ώστε να είναι το μεγαλύτερο από όλα τα μ (r) .
Αντίστοιχα ένα κατώτατο όριο παίρνουμε όταν επιλέγουμε ως μ(1) το
μικρότερο από όλα τα μ (r)
2.3.3 Τελική μορφή πλαστικού δυναμικού
Ορίζουμε τους όρους: (r) _ μ(1)Υ - μ(r)
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Έτσι ώστε η εξίσωση (3) για το V, παίρνει την απλούστερη μΟΡΨΙ1:
(5)
Όπου
Και
2 (r)[ (Γ)]~ 1l +1ι( (1) (r)) = ~ΣN C(r) n(r)-l σο(Γ)1l 1l -1 (y(r) )1l(r)-1μ ,Υ 2 r=l n(r)+l . (r) 3μ(1)εο
Παραγωγίζοντας τώρα την (5) ως προς μ (1) και y(r), παίρνουμε τις
εξισώσεις:
aU = Ο και aU = Ο οι οποίες καταλΙ1γουν σε 2aμ(l) ay(r)
πολύπλοκεςεξισώσεις, οι οποίες ορίζουν τις βέλτιστες τιμές:
και
Τελικά, η εξίσωση για το πλαστικό δυναμικό, θα προκύψει από την (5)
λαμβάνοντας υπόψη τις βέλτιστες τιμές για τα μ (1) και Υ (1-) , ως εξής:
F (~(T)(- ))
-(_ ) _ 1 Υ σeq _ 2 (Λ(1)(-) ~(τ)(- ))U σeq - 6" Λ(l)(- ) σeq - Ι μ σeq ,Υ σeq
μ σeq
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Και η πλαστική ροή, θα είναι : D- Βα Βα Βσeq -'--Ν=-=----= εΒσ Βσeq Βσ
με Ν Βσeq 3_=--=-s
Βσ 2σeq
Λαμβάνοντας υπ' όψιν τις συνθήκες βελτιστοποίησης που προκύπτουν
από τις Β α = Ο και Β α = Ο , η ροή παίρνει την τελικήΒμ(l) By(r)
μορφ11 :
- . (Jeq 5D = εΝ =-Ν =-
3μ 2μ
και
2.4 Όλες οι φάσεις ίσες
Στη συνέχεια εξετάζουμε την ειδική περίπτωση όπου όλες οι φάσεις είναι
ίσες. Δηλαδή: n(l) = n(2) = ... = n(N) = n
Τότε η συνάρτηση για το ολικό πλαστικό δυναμικό παίρνει τη μορφή:
! 2 )Ν n-_ iJeq 2 n - 1 c(r) σο(r) n-lU = SUΡμ(r)~ο 6ji(μ(r)) - 2(n + 1)Σ ~[ .(r) ]r=l (3μ(r))n-l εο
Η οποία μπορεί να γραφεί και στη μορφή:
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- - r(feq 2 ((Γ)) _ n - 1 1 ( (1'))1u - SUΡΥ(r)~οSUΡμ(1»ο 6 (1) F Υ 2(n + 1) ~Η Υ
y(l)=l μ (3μ (l))n-l
Όπουτώρα:
2
και H(y(r)) = Σ~=l c(1') [σ~~:~ηΓ-l (y(1'))~~~
Με τις συνθΙ1κες βελτιστοποίησης, όπως είδαμε παραπάνω, παίρνουμε τις
βέλτιστες τιμές για το Υ(ί) = Υ(ί) (c(1') ι σ~Γ)) και το
μ(1) = μ(1)(Υ(Γ)) , και βρίσκουμε το:
σ- η+Ι
- eqU = ---.,;~-
n+1
F(y(r))n+l
Η (y(r))n-l
Οπου τα Υ(ί) = Υ(ί) (C(r) J σ~Γ)), είναι οι βέλτιστες τιμές, και ειναι
ανεξάρτητα του (feq
Η ροή παίρνει τώρα τη μορφή:
D- aU aU aσeq ':"'Ν=-=----= εaσ aσeq aσ
.:... aU - n
ε = -a- = σeqσeq
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2.5 Τέλεια πλαστικότητα
12012
Αντίστοιχα μελετούμε τη περίπτωση όπου έχουμε τέλεια πλαστικότητα,
δηλαδή n --t ω
Για τη περίπτωση, όπου όλες οι φάσεις είναι ίσες, μπορούμε να
γράψουμε το πλαστικό δυναμικό ως εξής:
Κ λ β ' , ' 'Ι' {[α cx)]X/2 } {Ο εαναι αμ ανοντας υπ οψιν οτι ιωχ->χ -χ- = r-n
'-Α.) εαν
Καταλιlγουμεστο:
α(ω) < 1
α(ω) > 1
(5.1 )
Όπου τα F και Η, δίνονται από τους παρακάτω τύπους:
και
Το όριο της (5.1), στο 1, αντιστοιχεί στο όριο διαρροής σο, δηλαδιl:
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2.6 Ειδική περίπτωση δύο φάσεων
Εδώ μπορούμε να διακρίνουμε την ειδικι1 περίπτωση, όπου έχουμε μόνο
2 φάσεις, τέλεια πλαστικές.
Η συνθήκη διαρροής είναι: φ(cfeq ) = (feq - σο = Ο
(5.2.1)
Για τη συγκεκριμένη περίπτωση, θέτουμε Υ(1)=I, c(1) = 1 - C(2)
Και υπολογίζουμετο Υ(2) = Υ, Τελικά, καταλήγουμε στη σχέση:
Δηλαδή, βρίσκουμε το 51.
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Αν
σο (2) 5
-- < τότε ελάχιστο R, είναι το R(y(r)),σο(l) - ~'
2~ 1+ZC,-,
αλλιώς ελάχιστοR, είναι το R(Ο). Όπου
2 [ 5c(2) σο(2) -J3(1- C(2))R ~(2) - σ (1)(Υ ) - (ο ) 3 + 2C(2) σο(ι) + 3 + 2C(2) ( (2))2]23 + 2C(2) - 2C(2) ~σο(l)
Και το όριο διαρροής, προκύπτει από την (5.2.1)
3. Μελέτη επιμέρους φάσεων
Με τα παραπάνω, έχουμε μια συνολική εικόνα της συμπεριφοράς του
σύνθετου υλικού, όταν υπόκειται σε κάποια φόρτιση. Μπορέσαμε
δηλαδή να υπολογίσουμε τα σ και ε συνολικά σε όλο το στοιχείο μας.
Παρακάτω θα δούμε πως μπορούμε να μελεΤ11σουμε τις τάσεις και
παραμορφώσεις στις επιμέρους φάσεις του υλικού, προσδιορίζοντας την
αντίστοιχη συμπεριφορά στη καθεμία.
Μας ενδιαφέρει επί της ουσίας να βρούμε το α(γ) εκείνο, το οποίο
πολλαπλασιαζόμενο με το συνολικό l5, να μας δίνει το επιμέρους l5(r)
για τη κάθε φάση.
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3.1 Εκτίμηση των τανυστών συγκέντρωσης του jj = ε :A(r)
ι
2012
Θεωρούμε ότι έχουμε ένα στοιχείο που αποτελείται από γραμμικές
φάσεις. Έστω η μητρική φάση είναι η 1, οπότε οι υπόλοιπες είναι
2..... . Τότε, η κάθε φάση Γ, περιγράφεται από ένα ελαστικό ισότροπο
μέσο: L(I) = 3κ(Ι) J + 2μ(Ι) Κ
Τέτοιο ώστε:
Όπου: μ (Γ) = G = Ε : Μέτρο διάτμησης
2(1+v)
Και : κ(1') = Ε : Μέτρο διόγκωσης3(1-2v)
~ Λαμβάνονταςυπ' όψιν την ορθογωνικότητατων Κ, J. Δηλαδιι ότι :
Ι: L-1 =J+ κ = Ι,
~ Από τις εκτιμήσεις του Wi11is (1977,1978) για στοιχεία
αποτελούμενα από μία ισότροπη και ομοιόμορφη κατανομή των
φάσεων, βρίσκουμεπαίρνουμετις ακόλουθεςσχέσεις:
Και
6( (J) + 2 (1))
( )
-1 Κ μρ(ιο ) =S(I) ο L(I) =_1- Κ+ J
ο 2μ(Ι) S(3K(J) +4μ(η) 3K(J) +4μ(Ι)
Για r=2 .....
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3.2 Ασυμπίεστες φάσεις
Το ενδιαφέρον εδώ εντοπίζεται για ασυμπίεστες φάσεις, με κ(γ) ~ 00
Γ=l ....Ν
Παίρνονταςτο όριο ασυμπιεστότηταςστο αποκλίνων κομμάτι του
Οπότε παίρνουμε:
Το οποίο ορίζεται μοναδικά.
Ωστόσο, το όριο ασυμπιεστότητας δεν μπορεί να βρεθεί για το
υδροστατικόκομμάτι της παραπάνω έκφρασης.
Επί της ουσίας, αυτό που πρέπει να κάνουμε, είναι να πάρουμε το όριο
ασυμπιεστότηταςστη τελευταία έκφραση, για να πάρουμε:
Ν ι
C(I)I+ Σc(s)[ι+Ρ(S):(Ι(S)-Ι(I))Τ =
5:::02
Έτσι ώστε:
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Τελικά, για r=2 ....Ν, (Δηλαδή για όλες τις φάσεις εκτός της μηΤΡΙΚΙ1ς
[= 1) έχουμε ότι:
Το οποίο είναι απλά:
• Αποκλίνων κομμάτι
Όσο αφορά το αποκλίνων κομμάτι του Α (r), το όριο
ασυμπιεστότηταςείναι ασήμαντο, και οδηγεί στο:
( J-I ( J-
1
. (Ι.) 5μ(l) (1) ν 5c(Χ)μ(l) 5Υ(Ι) (Ι) ν 5c(')/')
11111 Κ: Α = c + Κ = c + Κ =κ(Ι)->χ 3μ(I)+2μ(/) ~3μ(I)+2μ(') 3Υ(I)+2 ~3Y(')+2
5
.
(1) ( ν 5 (,) (,) ]-1 (ι) [ΣΝ (,) (,.) ]-1
= Υ Σ c Υ Κ= Υ c Υ Κ
3Υ(I) +2 ,=13/') +2 3/) +2 5=1 3Υ(') +2
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• Υδροστατικό κομμάτι
Όσον αφορά το υδροστατικό κομμάτι του Α(r), πρέπει να γίνουν
κάποιες υποθέσεις. Όπως ότι για ασυμπίεστες φάσεις
κ(γ) = κ(l) = κ ~ 00.
(Όταν K(r) = κ(l) = κ, το σύνθετο στοιχείο μπορεί να θεωρηθεί
απλά ως ένα ομογενές υλικό, κάτω από υδροσταΤΙΚ11 φόρτιση):
lirn]: Α (r) = J
K->CIJ
Παρατήρηση: Εφόσον το Ο είναι αποκλίνον, έχουμε ότι για
r=2 N
(ι) [Υ (5) (_,) ]-1ιΨ) = Α(') : δ=)' Σ c)' δ = α(l) δ
3/1) + 2 5=1 3)1(5) + 2
Το οποίο υπονοεί ότι το l5(r) δεν εξαρτάται από το υδροστατικό
κομμάτι του Α(r), καθώς το υλικό έχει μια συνολική ασυμπίεστη
συμπεριφορά.
Επιπλέον, για τον υπολογισμότου Α(r), για τη μητρική φάση 1, κάνουμε
χρήση της ταυτότητας
Ν
Σc(I)Α(I) =1
1"=\
Έτσι ώστε:
η
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Ή
15(1) = a(l)jj όπου
Σημείωση:
Σ~=l C(r)a(r) = 1
εω = α(ί) ε
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4. Υπολογισμοί μοναδιαίου κελιού
4.1 Εισαγωγή
2012
Σε αυτό το κεφάλαιο, θέλουμε να υπολογίσουμε τις ιδιότητες ενός
πολυφασικού μετάλλου αριθμητικά. Πιο συγκεκριμένα, θα
χρησιμοποιήσουμε πεπερασμένα στοιχεία (abaqus), για να υπολογίσουμε
τις ιδιότητες ενός υλικού, αποτελούμενο από δύο τέλεια πλαστικές
φάσεις.
Για να το πετύχουμε αυτό, θα ορίσουμε ένα μοναδιαίο κελί του υλικού,
αποτελούμενο από μία μητρική φάση ] και διεσπαρμένη φάση 2, πάνω
στο οποίο θα κάνουμε τους υπολογισμούς μας. Απώτερος σκοπός μας θα
είναι να υπολογίσουμε αριθμητικά το ολικό όριο διαρροής του σύνθετου
υλικού.
Τέλος, θα κάνουμε μια σύγκριση των αριθμητικών αποτελεσμάτων σε
μοναδιαίο κελί, με τα αντίστοιχα αποτελέσματα που προκύπτουν από τη
θεωρία ομογενοποίησης.
4.2 Μοντελοποίηση της δομής ενός διφασικού μετάλλου
Το διφασικό μέταλλο που θα μελετήσουμε, θεωρούμε ότι αποτελείται
από σωματίδια φάσης 2 διεσπαρμένα ισοτροπικά και ομοιόμορφα σε μια
μήτρα φάσης 1.
Η μικροδομή του σύνθετου υλικού, μπορεί να περιγραφεί προσεγγιστικά
ως μια τρισδιάστατη περιοδική κατανομή ίσων κελιών, όπου το κάθε κελί
είναι εξαγωνικό, αποτελείται από τη μητρική φάση ] ενώ περιέχει μια
σφαίρα φάσης δύο, όπως φαίνεται στο Σχήμα 4.].
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Σχήμα 4.1 : Τρισδιάστατη περιοδικιι κατανομ11 εξαγωνικών κελιών
4.3 Το πρόβλημα μοναδιαίου κελιού
2012
Θεωρώντας την παραπάνω κατανομή του υλικού, βλέπουμε ότι το κάθε
εξαγωνικό κελί, μπορεί να προσομοιώσει τις ιδιότητες ολόκληρου του
υλικού. Άρα μας αρκεί να δουλέψουμε με ένα τέτοιο κελί.
Για να μειώσουμε περισσότερο τους υπολογισμούς, προσεγγίζουμε το
εξαγωνικό κελί, με ένα αντίστοιχο κυλινδρικό, όπως φαίνεται στο σχήμα
4.2.
-
-
•
Σχήμα 4.2: Προσέγγιση εξαγωνικού κελιού από κυλινδρικό
Το σχήμα και οι διαστάσεις του κυλινδρικού κελιού φαίνονται πιο
αναλυτικά στο σχήμα 4.3. Όπου 11 το ύψος του κυλινδρικού κελιού, α η
ακτίνα του κυλίνδρου και R η ακτίνα της σφαίρας που βρίσκεται εντός
του κελιού.
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/
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ΣΧΙ1μα 4.3: Διαστάσεις κυλινδρικού κελιού
2012
=>
Δουλεύονταςτώρα πάνω στο κυλινδρικό κελί, βλέπουμε ότι η ακτίνα R
της σφαίρας, που αποτελείται από τη φάση 2 του υλικού, σχετίζεται
άμεσα με το κλάσμα όγκου C(2) ,της φάσης 2, ως εξής
±πR 3 3
C(2) = Vσφαίρας = 3 3 = ~ (R)
Vολικό 2πα 3 α
Όπου έχουμε θεωρήσει προφανώς ότι το ύψος του κελιού, h, ισούται με
2α.
Όπως βλέπουμε και στο Σχήμα 4.3, το πρόβλημα είναι αξονοσυμμετρικό
ως προς τον άξονα Ζ , και συμμετρικό ως προς τον άξονα Χ, οπότε
χρειάζεται να μοντελοποιήσουμε μόνο το ένα τέταρτο της τομής στο Ζ-Χ
επίπεδο, όπως φαίνεται στο Σχήμα 4.4, όπου η σκιαγραφημένη περιοχή
αντιπροσωπεύει τη φάση 2.
Σχήμα 4.4: Τελικό μοναδιαίο κελί
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,~,= "''1\, ,~ '''''~w
Ο κάνναβος πεπερασμένων στοιχείων που θα χρησιμοποιήσουμε για τους
υπολογισμούς μας, φαίνεται στο Σχήμα 4.5. Όπου τα κόκκινα στοιχεία
αντιστοιχούν στην μητρική φάση 1, ενώ τα μπλε στη φάση 2.
Σχήμα 4.5: Κάνναβος μοναδιαίου κελιού που αντιστοιχεί σε κλάσμα όγκου της φάσης 2,
c(2) = 0.10 11 10%
Το Σχήμα 4.6, δείχνει συνοπτικά τις διαδοχικές γεωμετρικές
προσεγγίσεις που κάνουμε προκειμένου να καταλήξουμε απο το
τρισδιάστατο πρόβλημα, στο μοντέλο του μοναδιαίου κελιού
Σχήμα 4.6: Γεωμετρικές προσεγγίσεις συνοπτικά
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4.4 Μετατόπιση και Συνοριακές συνθήκες
Προκειμένου να εξάγουμε αποτελέσματα από τη μελέτη του μοναδιαίου
κελιού, θέλουμε να ασκήσουμε μια ομοιόμορφη κατακόρυφη μετατόπιση
της τάξεως του 20% στην πάνω πλευρά του κελιού. Αυτό μπορούμε να
το κάνουμε "δένοντας" όλους τους κόμβους της πάνω πλευράς σε έναν
εξωτερικό κόμβο.
Έπειτα ασκούμε τη μετατόπιση σε αυτό το κόμβο, και μετράμε εκεί τη
δύναμη αντίδρασης, συναρτήσει της μετατόπισης. Μετρώντας και το
μήκος της πάνω πλευράς συναρτήσει της μετατόπισης, μπορούμε να
εξάγουμε και την πραγματική τάση συναρτήσει της μετατόπισης.
Στις υπόλοιπες τρεις πλευρές, ασκούμε συνοριακές συνθήκες ώστε να
διατηρείται η συμμετρικότητα του προβλήματος, καθώς και η
περιοδικότητα των κελιών.
Όλοι οι κόμβοι πάνω στον Ζ άξονα, περιορίζονται να έχουν μηδενΙΚΙ1
μετατόπιση στη διεύθυνση του άξονα Χ.
Όλοι οι κόμβοι πάνω στον Χ άξονα αντίστοιχα, περιορίζονται να έχουν
μηδενική μετατόπιση στη διεύθυνση του άξονα Ζ.
Τέλος, όλοι οι κόμβοι στην εξωτερική πλευρά του κελιού, περιορίζονται
να έχουν ίσες μετατοπίσεις στην διεύθυνση του άξονα Χ.
Τα παραπάνω μπορούμε να τα δούμε και σχηματικά στο Σχήμα 4.7.
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Σχήμα 4.7: Σχηματικιι απεικόνιση συνοριακών συνΟηκών
4.5 Ορισμός υλικών
Τις δύο φάσεις με τις οποίες δουλεύουμε, τις μοντελΟΠΟlΟύμε ως τέλεια
πλαστικά υλικά, με τις ακόλουθες ιδιότητες
Φάση 1:
Φάση 2:
Όριο διαρροής σο (1) = 1 MPa
Μέτρο ελαστικότητας Ε = 1000 MPa
ΣυντελεστήςPoisson: ν = Ο
Όριο διαρροής σο (2) = 1.3 MPa
Μέτρο ελαστικότητας Ε = 1300 MPa
ΣυντελεστήςPoisson: ν = Ο
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4.6 Ανάλυση σε τέσσερα μοντέλα
2012
Για να πάρουμε πιο ακριβή αποτελέσματα, επιλέγουμε να δουλέψουμε με
τέσσερα διαφορετικά μοντέλα, που αντιστοιχούν σε τέσσερα διαφορετικά
κλάσματα όγκου της φάσης 2. Πιο συγκεκριμένα, θα δουλέψουμε με τα
ακόλουθα κλάσματα όγκου: C(2) = 0.10, 0.20, 0.40, 0.50
Στον πίνακα 4.1, παρουσιάζονται συνοπτικά τα τέσσερα διαφορετικά
μοντέλα, με τα αντίστοιχα κλάσματα όγκου και κλάσματα R/ α.
Επίσης στον πίνακα 4.1 βλέπουμε το μέσο όριο διαΡΡΟΙ1ς (σΌ), για το
κάθε μοντέλο, όπως αυτό προκύπτει από τη θεωρία ομογενοποίησης. Τα
αποτελέσματα τα παίρνουμε από τον κώδικα στην FΟ1iΓan, και τα έχουμε
επαληθεύσει και αναλυτικά. Το θεωρητικό μέσο όριο διαρροής, θα
αποτελέσει το μέτρο σύγκρισης για τα αποτελέσματα από την ανάλυση
με πεπερασμένα στοιχεία.
ΜΟΝΤΕΛΟ C(2) (%) R/α -σο
1 10 0.531 1.027
2 20 0.660 1.054
3 40 0.840 1.112
4 50 0.908 1.141
Πίνακας 4.1: C(2) , R/ α και σο για τα τέσσερα μοντέλα που αναλύουμε.
Το πρόβλημα μοναδιαίου κελιού, λύνεται με το ABAQUS για τα
τέσσερα μοντέλα που φαίνονται στον Πίνακα 4.1. Ο κάwαβος
πεπερασμένων στοιχείων στη παραμορφωμένη κατάσταση, έπειτα από
μια παραμόρφωση 20% φαίνεται στο Σχήμα 4.8 για τις τέσσερις
περιπτώσεις.
Επίσης στα σχήματα 4.9-4.12, βλέπουμε τις πλαστικές ζώνες, στη
παραμορφωμένη κατάσταση, για τα τέσσερα μοντέλα.
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Σχήμα 4.8: Παραμορφωμένοι κάwαβοι, στην τελlΚll επιμήκυνση για τα τέσσερα μοντέλα
που αναλύονται.
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ΡΕ, M~x, Ιπ-Ρ!dt'le ΡIot'C.ρ4Ι
(Αν9: n'll.)
.... +~.8We-Ol
""' +~.7Zs..-01~ +~.~Oe·Ol
f- +~.4J6e-Ol
~ +~.~~le·ul
~ +~.147e-C'1
~ +~.()0~·01
f- +1.8~-01
f- +1.71Je-Ol
f- +1.SWe·Ol
f- +1.4~4e-Ol
hι". +1.~Oe-C'1ι:::... +1.IJ6e.ul
Σχήμα 4.9: Πλαστικές ζώνες στη παραμορφωμένη κατάσταση για C(2)= 10% στη Ι η
περίπτωση όπου έχουμε όρια διαρροιις ] και ].3
ΡΕ, H.sx. ("·ρι,"e ρ,;ftζ;S:-41
(AV9: 7S%)
+J.J6Se-Ol
+J.180e·Ol
+~.<;9Se· ΟΙ
+~.810e·1)1
+~.6~Se-1)1
+~.440e·ul
+Z.ZSSe·Ol
+l.u70e·Ol
+1.88Se·1)1
+1.700e·ul
+1.SISe·Ol
+1.))0.·01
+1.14Se-Ol
Σχήμα 4.1 Ο: Πλαστικές ζώνες στη παραμορφωμένη κατάσταση για C(2)=20% στη] η
περίπτωση όπου έχουμε όρια διαρροής] και 1.3
- 29 -
Ομογενοποίηση σε πολυφασικά μέταλλα 2012
ΡΕ, H4~. t"·Pl.2rιe ρ,,"ς.~1
(.....9: 7S'IIo)
11"" +J.l<;4,,·DlF-- +J.I>Jd,,·Dl
r- +Z.B7de·M
Ι- +Ζ.714,.-Μ
Ι- +Z.SSde-Dl
i- +Z.J9de·Dl
i- +Z.ZJd,,·Dl
i- + Ζ. D7d,,· Dl
i- +1.91Se·Dl
i- +1.7SSe·Dl
i- +1.S9Se-Dl
Ιο!ο +l.dJSe-Dl
.... +1.Z7Se·Dl
ΣΧ'lμα 4.11: Πλαστικέςζώνες στη παραμορφωμένηκατάσταση για C(2)=40% στη 1'1
περίπτωση όπου έχουμε όρια διαΡΡΟΙ1ς Ι και Ι.3
ΡΕ. Μ4Χ. {rι·p~f'e Ρι.rΤC·OdΙ
(.....9: 7S'II»
+ Z.8Sz.e· 1>1
+Z.71ge·Dl
+Z.S86e·Dl
+Z.dSd,,·Dl
+Z.JZ1,,·Dl
+Z.I88e·1>1
+Z.I>S6e·Dl
+1.9ZJ,,·DI
+1.79De·Dl
+1. DS8oe· Dl
+ I.SZSe·Dl
+1.J92e·DI
+ I.Z6De·1>1
Σχήμα 4.12: Πλαστικές ~ώνες στη παραμορφωμένη κατάσταση για C(2)=50% στη 1'1
περίπτωση όπου έχουμε όρια διαΡΡΟΙ1ς 1 και 1.3
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4.7 Σύγκριση των προβλέψεων από τη θεωρία ομογενοποίησης με
τους αντίστοιχους υπολογισμούς μοναδιαίου κελιού.
Έχοντας πάρει τα αποτελέσματα από τη μελέτη με πεπερασμένα στοιχεία
για τα τέσσερα μοντέλα που εξετάζουμε, όπως αυτά φαίνονται στον
Πίνακα 4.1, μπορούμε να τα συγκρίνουμε με τα αντίστοιχα μέσα όρια
διαρροήςπου έχουμε πάρει από τη θεωρία ομογενοποίησης.
Πιο συγκεκριμένα, παρακάτω βλέπουμε το διάγραμμα σ-ε που
προκύπτει από τους υπολογισμούς στο ABAQUS σε συνδυασμό με το
θεωρητικό όριο διαρροής του σύνθετου υλικού. Όπου σ είναι η
πραγμαΤΙΚΙ1 τάση σε MPa όπως αυτή υπολογίζεται στην πάνω πλευρά
του μοναδιαίου κελιού και ε η πραγμαΤΙΚΙ1 παραμόρφωση, που ορίζεται
ι-ιως [ true = In(l + εηΟ1ηίηαι) = ln (1 +-).L
Λαμβάνοντας υπ' όψιν ότι δουλεύουμε με ένα τέλεια πλαστικό υλικό,
βλέπουμε ότι τα δύο αποτελέσματα συγκλίνουν αρκετά ικανοποιητικά
και για τα τέσσερα μοντέλα όπως φαίνεται στα σχήματα 4.9 - 4.12.
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• Μοντέλο 1 [C(2)=10 % ]
1,2
1 ---------------------------------------- -- 1,027
---- HOMOG. THEORY
0,8
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;;; 0,6
VΊ
LLJ
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0,4
0,2
Ο
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υΝIΤ (ΗL
0,2 0,25
Σχήμα 4.13: Σύγκριση αποτελεσμάτων τάσης-Παραμόρφωσης για C(2)= 10%
• Μοντέλο 2 [C(2)=20 % ]
1,2
------------------------------------------ L054
υΝIΤ CELL
---- HOMOG. THEORY
1 ι
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0,8 t~
Ο-
2 Ι;;; 0,6VΊLLJ
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Ο
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0,2 0,25
Σχήμα 4.14: Σύγκριση αποτελεσμάτων τάσης- Παραμόρφωσης για C(2)=20%
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• Μοντέλο 3 [C(2)=40 % ]
1,2
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Σχήμα 4.15: Σύγκριση αποτελεσμάτων τάσης- Παραμόρφωσης για C(2)=40%
• Μοντέλο 4 [C(2)=500/0]
1,2
1----------------------------------------· 1,141
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Σχήμα 4.16: Σύγκριση αποτελεσμάτων τάσης- Παραμόρφωσης για C(2)=50%
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4.8 Μελέτη 2'lς περίπτωσης για φάσεις με όρια διαρροής 1 και 2
Όπως βλέπουμε, έχουμε πολύ καλή σύγκλιση για τη περίπτωση όπου τα
όρια διαΡΡΟΙ1ς των δύο φάσεων έχουν μικριι διαφορά μεταξύ τους.
Στη συνέχεια, θέλουμε να εξετάσουμε μια επιπλέον περίπτωση, οπου
έχουμε το ίδιο πρόβλημα, άλλα τώρα τα όρια διαρροής των δυο φάσεων
έχουν μεγαλύτερη διαφορά μεταξύ τους. Ο λόγος που το κάνουμε αυτό,
είναι για να ελέγξουμε τη σύγκλιση των δύο αποτελεσμάτων σε μια πιο
ακραία περίπτωση,
Επίσης, θα μπορέσουμε να δούμε καλύτερα τις πλαστικές ζώνες που
δημιουργούνται κατά τη παραμόρφωση, καθώς στη προηγούμενη
περίπτωση, οι δύο φάσεις περνάνε κατευθείαν στη πλαστική περιοχιl.
Οι κάwαβοι στη παραμορφωμένη κατάσταση, είναι ίδιοι με τη
προηγούμενη περίπτωση, άρα τελικά αυτό που μας ενδιαφέρει, είναι τα
διαγράμματα τάσης παραμόρφωσης, συγκριτικά με τη θεωρία
ομογενοποίησης, καθώς και οι πλαστικές ζώνες στη παραμορφωμένη
κατάσταση.
Οι δύο τέλεια πλαστικές φάσεις που θα επιλέξουμε σε αυτή τη περίπτωση
έχουν ως εξής:
Φάση 1:
Φάση 2:
Όριο διαΡΡΟΙ1ς: σο (1) = 1 MPa
Μέτρο ελαστικότητας: Ε = 1000 MPa
ΣυντελεστήςPoisson: ν = Ο
Όριο διαρροής: σο (2) = 2 MPa
Μέτρο ελαστικότητας: Ε = 2000 MPa
ΣυντελεστήςPoisson: ν = Ο
Όπως και στη προηγούμενη περίπτωση, στον Πίνακα 4.2 μπορούμε να
δούμε τα δεδομένα του νέου προβλήματος, για τα τέσσερα διαφορετικά
μοντέλα που μελετήσαμε και προηγουμένως, καθώς και τα θεωρητικά
όρια διαρροής που προκύπτουν από τη FORTRAN για τη νέα περίπτωση.
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Τα οποία θα χρησιμεύσουν ως μέτρο σύγκρισης με τους υπολογισμούς
μοναδιαίου κελιού.
ΜΟΝΤΕΛΟ C(2) (%) R/α -σο
1 10 0.531 1.067
2 20 0.660 1.135
3 40 0.840 1.264
4 50 0.908 1.322
Πίνακας 4.2: C(2) , R/ α και σο για τα τέσσερα μοντέλα που αναλύουμε στη νέα
περίπτωση.
Παρακάτω, στα Σχήματα 4.13-4.16, βλέπουμε τα διαγράμματα σ - ε
των αποτελεσμάτων από το ABAQUS για τη νέα περίπτωση σε
συνδυασμό με τα θεωρητικά όρια διαΡΡΟΙ1ς, για τα τέσσερα μοντέλα που
μελετάμε.
Στη συγκεκριμένη περίπτωση, παρουσιάζουνεξίσου μεγάλο ενδιαφέρον,
οι πλαστικές ζώνες που διαμορφώνονται στη παραμορφωμένη
κατάσταση, οι οποίες όπως θα δούμε στα Σχήματα 4.17-4.20 εξαρτώνται
σε μεγάλο βαθμό από το κλάσμα όγκου της φάσης 2.
Υπενθυμίζουμε ότι η τάση είναι σε MPa, και η παραμόρφωση είναι η
πραγματική (λογαριθμική).
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• Μοντέλο 1 [C(2)=10 % ]
1,2
--------~-------------------------------~067
---- HOMOGENIZATlON
1
0,8
'"ο.~
~ 0,6
V\
LL.I
α:
Ι-
V\
0,4
0,2
Ο
Ο 0,05 0,1 0,15
TRUE 5TRAIN (%)
υΝIΤ (ΗΙ
0,2 0,25
Σχήμα 4.17: Σύγκριση αποτελεσμάτωντάσης-Παραμόρφωσηςγια C(2)= Ι 0% στη 2'1
περίπτωση όπου έχουμε όρια διαρροής Ι και 2
• Μοντέλο 2 [C(2)=20 % ]
1,2
----------- --- - -- -- --- --- - -- - - - - - --- ------ 1,135
1
υΝIΤ (ΗΙ
---- HOMOG. THEORY
Ο 0,05 0,1 0,15
TRUE 5TRAIN (%)
0,2 0,25
Σχήμα 4.18: Σύγκριση αποτελεσμάτωντάσης- Παραμόρφωσηςγια C(2)=20% στη
2'1 περίπτωση όπου έχουμε όρια διαΡΡΟΙ1ς 1 και 2
- 36 -
Ομογενοποίηση σε πολυφασικά μέταλλα
• Μοντέλο 3 [C(2)=40 % ]
1,4
2012
------- -- --- -- ------- ------- ------- ------. 1,264
1,2
---- HOMOG. THEORY
1
"'~ 0,8
V')
V')
~ 0,6
t-
V')
0,4
0,2
Ο
Ο 0,05 0,1 0,15
TRUE STRAIN (%)
υΝIΤ CΕιΙ
0,2 0,25
ΣΧΙ1μα 4.19: Σύγκριση αποτελεσμάτων τάσης- Παραμόρφωσηςγια C(2)=40% στη 2'1
περίπτωση όπου έχουμε όρια διαΡΡ011ς Ι και 2
• Μοντέλο 4 [C(2)=50 % ]
1,6
1,4
... - --- - --- --- - --- --- - -- -- -- - --- -- - - --- --- - -- 1,322
1,2
ίΟ 1
a.
~
~ 0,8
V')
.....
α::
t;; 0,6
υΝIΤ CΕιΙ
0,4
---- HOMOG. THEORY
0,2
Ο
Ο 0,05 0,1 0,15
TRUE STAIN (%)
0,2 0,25
Σχήμα 4.20: Σύγκριση αποτελεσμάτωντάσης- Παραμόρφωσηςγια C(2)=50% στη 2'1
περίπτωση όπου έχουμε όρια διαΡΡΟΙ1ς 1 και 2
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ΡΕ. H4~. ("~P~flle PI;I\-:;Odl
(Αν9: ί~%)
~ +~.941e-Ol
..... +~.446e-Ol
'- +4.9~le-Ol
- +4.4~6e·Ol
- +].9He-Ol
- +].4Ι;~·Ol
- +Z.9ίCιe-Ol
- +Z.4ί~-Ol
- +1.%Cιe-Ol
- +1.48~-Ol
!"7 +9.901e' ΟΖ~ +4.9~le·Ol
.... +OOC·Cιe+OO
Σχήμα 4.21: Πλαστικές ζώνες στη παραμορφωμένη κατάσταση για C(2)=1 0% στη 2'1
περίπτωση όπου έχουμε όρια διαΡΡΟΙ1ς Ι και 2
Σχήμα 4.22: Πλαστικές ζώνες στη παραμορφωμένη κατάσταση για C(2)=20% στη 2'1
περίπτωση όπου έχουμε όρια διαΡΡΟΙ1ς Ι και 2
- 38 -
Ομογενοποίηση σε πολυφασικά μέταλλα 2012
Σχήμα 4.23: Πλαστικές ζώνες στη παραμορφωμένη κατάσταση για C(2)=40% στη 2 η
περίπτωση όπου έχουμε όρια διαΡΡοιlς 1 και 2
ΡΕ. Μ4ι.:. ["~Pkι"'~ p';"C;C><3I
(""'9: 7S~'ό)
+1.ZWe+UU
+l.lC>&+UC>
+l.UC>&+[)[)
+9.D72.e·Dl
+8.[)D~-Ul
+7.[)Sge-Dl
+6.[)SZ",-[)1
+S.I>4b<:-OI
+4. 1>4 CIo-[)1
+].[)J]",-[)1
+Z.DZ7",-OI
+l.DZCIo-[)l
+1.41""-OJ
Σχήμα 4.24: Πλαστικές ζώνες στη παραμορφωμένη κατάσταση για C(2)=50% στη 2 η
περίπτωση όπου έχουμε όρια διαρροής Ι και 2
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5. Σύνοψη - Συμπεράσματα
ι
12012
Συνοψίζοντας, σ' αυτή τη διπλωματική εργασία είδαμε τις διάφορες
θεωρίες ομογενοποίησης που υπάρχουν για τη πρόβλεψη των
μακροσκοπικών ιδΙΟτΊΊτων ενός σύνθετου υλικού. Πιο συγκεκριμένα,
δουλέψαμε με τη μέθοδο ομογενοποίησηςτου Ponte Castaneda, η οποία
αποτελεί ότι πιο σύγχρονο υπάρχει αυηΊ τη στιγμή στο συγκεκριμένο
τομέα, καθώς είναι η μόνη που μπορεί να δώσει αναλυτικά
αποτελέσματα. Δουλέψαμε ιδιαίτερα στην ειδική περίπτωση όπου έχουμε
δυο τέλεια πλαστικές φάσεις, την οποία και θέλουμε να ελέγξουμε.
Έπειτα, χρησιμοποιώντας υπολογισμούς πεπερασμένων στοιχείων
συγκρίναμε τα αποτελέσματα που παίρνουμε από τη θεωρία
ομογενοποίησης με τα αντίστοιχα από τους υπολογισμούς στο ABAQUS.
Είδαμε ότι και για τις δύο περιπτώσεις που αντιμετωπίσαμε, τα
αποτελέσματα συγκλίνουν αρκετά ικανοποιητικά και για τα τέσσερα
μοντέλα. Πιο συγκεκριμένα, για τη περίπτωση που έχουμε όρια διαρροιΊς
των δύο φάσεων 1 και 1.3, όπου 1 βάζουμε τη μητρικιΊ φάση, τα
αποτελέσματα σχεδόν ταυτίζονται. Ενώ για τη περίπτωση όπου έχουμε
όρια διαρροής των δύο φάσεων 1 και 2, τα αποτελέσματα συγκλίνουν
αρκετά ικανοποιητικά. Από τα παραπάνω, μπορούμε να συμπεράνουμε
ότι η μέθοδος επαληθεύεται ικανοποιητικά σε όλες τις περιπτώσεις, και
πιο συγκεκριμένα, στη περίπτωση όπου τα όρια διαρροής των δύο
φάσεων δεν έχουν μεγάλη διαφορά μεταξύ τους, η μέθοδος φαίνεται να
δίνει τα βέλτιστα αποτελέσματα.
Προφανώς, από τη παραπάνω μελέτη προκύπτουν αρκετά αναπάντητα
ερωτήματα και περιπτώσεις, τα οποία θα μπορούσαν να διερευνηθούν.
Μια θα μπορούσε να είναι η περίπτωση όπου οι δύο φάσεις δεν είναι
τέλεια πλαστικές, αλλά εμφανίζουν σκλήρυνση κατά τη παραμόρφωση.
Είτε η περίπτωση όπου τα κλάσματα όγκου των φάσεων αλλάζουν κατά
τη διάρκεια της παραμόρφωσης, λόγω κάποιου μετασχηματισμού των
φάσεων, όπως μαρτενσιτικός μετασχηματισμός.
Τα παραπάνω και πολλά άλλα, θα μπορούσαν να αποτελέσουν το
αντικείμενο μιας περαιτέρω εργασίας προς την τελική κατεύθυνση της
μοντελοποίησης ενός πολυφασικού χάλυβα.
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Input file για την ανάλυση του προβλήματος στο ABAQUS
*HEADING
UnitCell
*PREPRINT,ECHO=YES,MODEL=YES
**
*********************MESH****************
**
**
* ΟΩΕ
],0.,0.
3] ,0.,0.
*NGEN,NSET=centet"
] ,31,]
*NODE,SYSTEM=C
496,0.53,0.
466,0.53,90.
* GEN, ΝSΕΤ=aΓc,LΙΝΕ=C
466,496,],],- ]
* FILL,BIAS=]
centeΓ,aΓC,]5,3]
**
*ΝΟΩΕ
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900,0.,1.
915,1.,1.
930,1.,0.
**
*NGEN,NSET=square
900,915,1
915,930,1
**
*NFILL,NSET=rest
arc,square,14,31
******************elel11ents* *******
*ELEMENT,TYPE=CAX4H
1,1,33,32,2
*ELGEN,ELSET=ROW 1
1,30,1,1,1,31,30
**
*ELEMENT,TYPE=CAX4H
31,32,33,64,63
*ELGEN,ELSET=RESTROWS
31,30,1,1,28,31,30
**
******************endmesh***************
**
*ELSET,ELSET=FASH1 ,GENERAΤΕ
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1,450,1
*ELSET,ELSET=FASH2,GENERAΤΕ
451,870,1
********************************************
**
*MPC
ΤΙΕ,2,1
ΤΙΕ,3,1
ΤΙΕ,4,1
ΤΙΕ,5,1
ΤΙΕ,6,1
TIE,7,1
TIE,8,1
TIE,9,1
TIE,10,1
TIE, 11,1
TIE, 12, 1
TIE, 13, 1
ΤΙΕ,14,1
ΤΙΕ, 15, 1
TIE,16,1
ΤΙΕ,17,1
ΤΙΕ,18,1
ΤΙΕ, 19, 1
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ΤΙΕ,20,1
ΤΙΕ,21,1
ΤΙΕ,22,1
ΤΙΕ,23,1
ΤΙΕ,24,1
ΤΙΕ,25,1
ΤΙΕ,26,1
ΤΙΕ,27,1
ΤΙΕ,28,1
ΤΙΕ,29,1
ΤΙΕ,30,1
ΤΙΕ,31,1
**
**
***************BOUNDARΥ CONDIΤIONS*************
**
* SEΤ, SEΤ=BOΤ,GE ERATE
31,930,31
*NSEΤ,NSEΤ=LEFΤ,GE ERAΤΕ
1,900,31
* SEΤ,NSEΤ=ΤOP,GE ERATE
900,915,1
*NSEΤ,NSEΤ=RIGHΤ,GENERAΤΕ
915,929,1
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***************
*BOUNDARY
ΒΟΤ,2,2
LEFT, Ι, Ι
1,1,2
**
***************
**
*NODE
1000,0.,1.5
**
**
*EQUATIO
2
TOP,2,1.0,1000,2,-1.0
**
***************
**
*EQUATIO
2
RIGHT, 1,1.0,930, Ι ,-1.0
**
**
2012
***END OF BOUNDARY CONTITIO S Α D CO STRAINTS***
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**
**
**********MATERIAL DEFINITIONS**********
**
J2012 .
*SOLID SECTION,ELSET=FASH 1,MATERIAL=ONE
*SOLID SECTION,ELSET=FASH2,MATERIAL=TWO
**
*MATERIAL,NAME=ONE
*ELASTIC
1300.,0.
*PLASTIC
1.3,0.0
*MATERIAL,NAME=TWO
*ELASTIC
1000.,0.
*PLASTIC
1.,0.0
**
**
*****************STEP*********************
**
*STEP,INC=500,NLGEOM=YES
*STATIC
0.01,1.,,0.01
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*BOUNDARY
1000,2,2,0.2
*END STEP
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ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜ/Ο ΘΕΣΣΑΛΙΑΣΒ/ΒΛ/ΟΘΗΚΗ
1111111111111111111111111111111111
004000114154
\
